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���
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��
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Mβ =
1

κβ
ln(

eκβa + eκβb

2
), ;�<

κ = ±1, β > 0. *�

����- �	� limβ→0 Mβ = a+b
2
�

4 �
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 Mβ 2���/��

 /�����2 � ���
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- �	� ��
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 Mβ �	 a+α � b+α- ��
 α− �
��	���
 �����-

��
�� Mβ + α

1

κβ
ln(

eκβ(a+α) + eκβ(b+α)

2
) =

1

κβ
ln eκβα(

eκβa + eκβb

2
) = α+

1

κβ
ln e(

eκβa + eκβb

2
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;�<

4 �	�� �����
 �	� �
���
���
 ���
��
��
 ����
 /�����
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��� a ⊕ b = 1
κβ

ln(eκβa + eκβb)
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���	 � ���� 	�	�
��� ��� ����! a ⊗ b = a ⊕ b- �/����$1
� 

����!��	�
���	�$ � ���	��/ 	�
���	�$ � 
 ��
�
�
 ��� β → ∞ ���0


���1
� � ��� ����! (max, +) ��� (max,×)- 
��� κ = 1 � � (min, +)

��� (min,×)- 
��� κ = −1 ;��� A�B<�
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∑n
i=1 λiNi
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������ ����
���2- �
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���
2 ���� 
�	�
��$	�� 
 ������ �/��0

�	��: ��������
- =����
 ���	�!- 	
����������
 � �� ���� @��- 
���

λi 0  ��

�� ��
����- � Ni 0 ����� ;/��
< ���	�!- ����1�� ��  ��
�
 λi-

	�
∑

λiNi 
�	� ��
���� 
�
� ���	
��- �	

��$1
�  ��
��� {λi}. G���
λ1 = T 0 	
��
��	 ��- N1− ��	�����- λ2− ��
�
��
- � v− �/V
� ���	
0

�� 
 	
����������
- 	� ��	����� � �/V
� ��
$	  �
����
 ����
���- �

	
��
��	 �� � ��
�
��
 �
 ��
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�
�
 ����
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���
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4 ��������
 ���� λi � Ni ��� 	 ���	

	�	
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�- ��
0

� $1�� �/V
�	��: λi 	�
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�- � ��
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	�
��- ��� λi 0 ���!
�	- ��� �
���� �� g0	��� /����- Ni 0 �����
�	
�

� /�
�- ����"
���� 
 i−	�� /���f λi ��
���� !
��- � Ni 0 �/V
� ���0

� �!��f λi 0 ��
���� ������	�- Ni 0 ����
����	� �$�
�- 
� �	

��$1���

4 ��������� ��	 �!��� ����� β 	��"
 ��"
	 ������	� �����
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������: 
 	
����������
 
�
��� κ = −1- 1
kT

, ��
 T 0 	
��
��	 ��-

k 0 ���	������ 5���!����f 
 ��������
 0 ��� ��	
����� �����/���	�

������ 
��$	�- ��� ���
�� �� 0�"����- ��� 
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������� ���
�� - �	

��$1
� �� ���� $ �	������ &
��	���
 ��
!�0
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�������

��"��� �� ������ 

�����
 λk �	

��
	 2�����2 ��� 2������2 xλk
=∑n

i=1 λiNi- ��
 λi 0 ����
��
 �� ������ 

������- � Ni 0 ���	�	� 
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���- ��
��� ���� 

 
����
���- 	�
� ���	�	��� 

���	���	�-

 ���"
���� �� ����� ����	�����

G��� κ = −1- 	� ��
��

 �	

��
	 ��� ��	
�$- ��	���� ���
	 ���

��"�� 
�����

 � ��	�- 	�
� ��� ��"�� �
��.
 ��	��	�	� �
�
�� G��

��
���� ������ 
 ��� =��� �� ;�< ��� ������ β / �
	 ��

�

Mβ = −β ln

L∑

k=1

e−βxλk

L
. ;'<

Mβ / �
� ����
�	� ���/������ ���
��
��
� �� 
�
� ��/�� �� 0

������ 

����� {Λk}�
��� ����	�	� ����"��- �	� 	����� �
� ����
��� �� ������ 

��0

���� �	����� �� � �	 �� ��

λ1 = λ2 = . . . = λG1 , λG1+1 = λG1+2 = . . . = λn �= λG1 . ;�<

������- 	�
� 
����"��
 ��	�"������-  ���"
���
 �� ����� ����	�0

���- / � 	 ��
	� 
��

xi = λ1

G1∑

j=1

N
(i)
j + λ2

n∑

j=G1+1

N
(i)
j . ;U<

G��� �� ��	�� ���
���	� �� 
�
� N i
j ;�� 
�
� 
����"��� 

���	0

���	��<- 	���

 �� 
�
� 
����"��� 
����
���� ���
� λ1 � λ2- 	�

�
	� ��� ������	�	�

Mβ =

=
1

κβ
ln



 1

N + 1

N∑

Ñ1=0

(G1 + Ñ1 − 1)!

(G1 − 1)!Ñ1!

(G2 + Ñ2 − 1)!

(G2 − 1)!Ñ2!
exp

(
κβ(λ1Ñ1 + λ2Ñ2)

)


 =

=
1

κβ
ln





1

N + 1

N∑

Ñ1=0

exp

[
κβ(λ1Ñ1 + λ2Ñ2) +

2∑

i=1

ln

(
(Gi + Ñi − 1)!

(Gi − 1)!Ñi!

)]

 , ;+<

��



��
 Ñ2 = N − Ñ1. G��� G 	 1, N 	 1- 	� ��"�� ����
��	� =��� � 

#	������� � 	���� 
���"
��
 ;+< / �
	 ��
����	� � =��� ��� ���

�
�/����� ��
���� ��
������� 5��
0���� A��B�

Z��
��� 
���� ��� Mβ ��� �	��  ���
��� � N → ∞- 
��� κ = −1-

��
	 ����� � 
���"
���- �	��1
�� ��� ������ ������
�	� E(Ñ1) =

β(λ1Ñ1 + λ2Ñ2) +
∑2

i=1 ln
(

(Gi+Ñi−1)!

(Gi−1)!Ñi!

)
- �/������� �
�
� Ñ0

i �	�	 ����0

� �f � 
��� κ = 1 ;��� �����"
< ) ������ � �	��� 
���"
���- ���
�

�
�
� Ñ0
i �/������� �	�	 ������ �- �	� �
 ���

�
	 � � 	���!
� 5��
0

�	�	��	��� 
�	
�	

��� ��� �
�
"��� 
����! ;� �$�<�

�
���
��� �� G��� ������� ���	�
�	�  ���
�� ;�< ��� Mβ- 	�
�

Mβ{λi + α} = Mβ{λi} + α, �  ���
�
 �� �	�	��	�� 
��� ;�< 0 ;+<

;� �$�� �������$	�� /��
0�	�	��	��
<- 	� ������������ �
���
���
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 / �
	 ��
��� ���
��
��
 ;�<�

�
���
��� �� E �	� β → ∞, 	���� 
��� 0 < λ2 < λ1- 	� Mβ = Nλ1�

E�� ��	
���
	�!�� �	��� =��	� ��"��- ��� �/����- ������	�
	� ��� 


 ���� � �
.� � E�� 
����
��� ���� ����� 
�����
�
	 λ1 � /�- � ���


����
��� �
.�� λ2 � /� E�� N /������� �������� �/����� 	
����



���	���	
� �� 
�����
�
	 λ1+λ2

2
N � /�
�� 4 ��.
� �� ��
 �� 
�0

����
�
	 λ1N � /�
�- 	�
� � 1
�	

��� /���.
- �
� ��� �	�����	���

�����
	
� 3	� ������
	- �	� 
 ��.
� �� ��
 ����� �������� ��
��

;����	����	��
����< ���
���� ��� " �����
���� �/����� ����
 /��0

����� ���
	� � 
����
��� �
.�� �
�

�����
�
	 

 �� ����� G���

���
	 ��� �� N ������
 �� ����� �������- 	� ��� �� ��
�
�� �
�
0


�����
�$	 ���
	��- ��� ��"��� �
�

�����
����  

����
�� �����-

���� �
 ���	��� 	 ������ �� Nλ1� @�� �	� ����
��� Nλ1 ��� /�

�
��$	�� ����"
��
� ��
��

���- � ����
�
���
 �
�

�����
���
 ��0

�
	� 0 ��
�
�	����� ���!
��- ��	���� ����
 �� ������� 
��������

���
	  N ������
 ���
���	 � �	�� ��
��

��$� ��"��� �
�

���	

���
	�� �� (λ1 − λ2)  

����
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 ��	����� S

S =
∂Mβ

∂ 1
β

= − 1

β2

∂Mβ

∂β
=

2∑

i=1

ln

(
(Gi + Ñ0

i − 1)!

(Gi − 1)!Ñ0
i!

)
. ;�<

E
�
�
���� β 
 ��������� ������� ��������� ��"
	 ��
	�- ��� /���

�������- ���� $ ��	
���
	�!�$� 3�	����� ) �����"
���� 1
β
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�0

��
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0
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����� 
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 ���� �
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!
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��
 �==
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	 ����� � �
��	���� �� ���- 	��"
 ���	�	��0

�� ���"�� ������	�
�
���- ���/
��� 
��� ����� �$�
� 
	�� 	� 
 �	 

�
��	$� � ������	��� �� ��� ����
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�	���	 �� &�"
 ��� ��	
�� ��!�� / �
� ����
�	� ��������

E �	� � 1
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�
�� �
� 	��� ��!��- �
�
��  ���
�� / �
� ����0


�	� 2�
.

���2 ��!����- � 
	���� k 2��������2� 5 �
� ���	�	�-

�	� ����� ��� ��
	 ���
	 �� N ��!��- 
 ��	���� �����
�	
� �
.

��

��!�� ��
�� N1- � �����
�	
� ������� ��!�� ���	

	�	

��� ��
��

N2 = N − N1� 9���� 	��	�	 �
���� �� ��� �� ��!��- ��� �	�� ��0

� ��
��
 �����
�	
� ��!�� �����
�
	 
�����
 �� !
� ��!�� �/���

	���
� 4 ���	���	�- �
� /���.
 ������� ��!�� ��� ��
	 �����- 	
�

�
.

�
 �� 
� ������ 	� E��	�� ���

 / �
� ���	�	�- �	� ������

������ �� ���
	 ��!�� ��
���	 �	 �����
�	
� � ��
���� �
.

�� �

������� ��!�� �
���
���� &�����
�- �
����	����� �/�����:

E(N1) = λ1N1+λ2N2− γN2
1

2N
− γN2

2

2N
= λ2N− γN

2
+(λ1−λ2+γ)N1− γN2

1

N
,

;�D<

��
 ����� λ1- λ2- γ  ��
�
	
���$	  ���
���:

γ

2
< λ1 < λ2, λ2 − λ1 < γ < 2(λ2 − λ1). ;��<

9�  ���
�� ;��< ��
� 
	- �	� = ��!�� ;�D< ��� N1 = 0, 1, . . . , N ��

	

���/������ ����� � ��� N1 = N � ��������� ����� � ��� N1 = 0�

G��� 
 ��������� ���
�	 ����� ���	����� N1 �
.

�� ��!�� �

N2 0 �������- ����
� N1 < λ1−λ2+γ
γ

N - 	� �����
�� �� ����� ��!�� �

��� ��� �� ����� ��!�� �
.

�� � ������� 	��- �	�/� E(N2)  �
��0

.�����- �� ����
	 � ��������� ����� � N1 = 0- 	�
� � ��	 
�


������
 ��!��� G��� "
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